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где x0 ∈ X —некоторыйфиксированный элемент. Необходимость таких условий для
компактности множеств в пространствах суммируемых функций впервые отметил
Я.Д. Тамаркин [4].
Для степенной функции ϕ(t )= t p при p > 0 эти результаты были получены в [2].
Мы используем методы этой работы.
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ON COMPACTNESS CONDITIONS IN THE SPACES ϕ(L)
I.N. Katkovskaya, V.G. Krotov
In this paper, we give criteria for the compactness of sets in the spaces ϕ(L) consisting of equivalence
classes of measurable functions f for which the compositeϕ◦ f is summable on ametric space X with a
measure that satisfies the doubling condition. Here ϕ :R→R is an even function, positive, continuous
and increasing on (0,+∞), and ϕ(+0)= 0, limt→∞ϕ(t )=∞. In addition, it is assumed that ϕ satisfies
the Orlicz ∆2-condition. The compactness criteria are formulated in terms of maximal operators mea-
suring the local smoothness.
Keywords: doubling condition, compactness, spaces of summable functions, maximal operators, local
smoothness.
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Мырассматриваем краевую задачу о скачке нажордановой дуге и ищем решение в клас-
се функций, являющихся β-аналитическими функциями.
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Рассмотрим уравнение Бельтрами
∂φ=µ∂φ, |µ(z)| < 1,
где
∂ := 1
2
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)
.
Оно является обобщением уравнения Коши-Римана ∂φ = 0 и имеет большое коли-
чество применений, см. напр., [1–3]. В 1985 г. А.Б. Тунгатаров [4] исследовал это
уравнение при µ(z)=β(z/z), 0≤β< 1, и установил следующий аналог формулы Ко-
ши для решений этого уравнения:
φ(z)= 1
2(1−β)πi
ˆ
Γ
φ(ζ)dζ
ζ− z|z/ζ|θ +
β
2(1−β)πi
ˆ
Γ
ζφ(ζ)dζ
ζ(ζ− z|z/ζ|θ)
,
где θ = 2β/(1−β), Γ— замкнутая гладкая кривая, ограничивающая некоторую плос-
кую область.
Затем в статьях [5–9] были изучены краевые задачи для непрерывно дифферен-
цируемых решений этого уравнения, называемые β-аналитическими функциями;
были решены задача о скачке и задача Римана на замкнутых кривых.
Здесь мы исследуем задачу о скачке для β-аналитических функций на жордано-
вых дугах.
Пусть Γ – ориентированная гладкая дуга, начинающаяся в точке t1 и заканчива-
ющаяся в точке t2, Γ′ = Γ \ {t1, t2} и 0 ̸∈ Γ. Мы ищем β-аналитическую функцию Φ(z)
такую, что в каждой точке t ∈ Γ′ она обладает предельными значениями слева и
справа, удовлетворяющие соотношению
Φ+(t )−Φ−(t )= f (t ), t ∈ Γ′, (1)
с заданной функцией f (t ). Кроме того, требуется, чтобыΦ(∞)= 0 и в концевых точ-
ках дуги имеют место соотношения
Φ(z)=O(|z− t j |−α j ), z → t j , α j =α j (Φ)< 1, j = 1,2. (2)
Для случая β= 0 задача о скачке на гладких дугах изучена, и ее решение хорошо
известно, см., напр., [10, 11]. Основным аппаратом здесь является интеграл типа
Коши. В настоящей работе мы применяем его аналог
Φ(z)=Cβ
Γ
( f ; z) := 1
2(1−β)πi
ˆ
Γ
f (ζ)
ζ− z|z/ζ|θ (dζ+β(ζ/ζ)dζ). (3)
Такой интеграл, взятый по замкнутой кривой, исследовался в [5–7]. Отметим неко-
торые свойства интеграла в (3).
Лемма 1. Если интеграл в (3) существует, то правая часть этого равенства опре-
деляет β-аналитическую функцию в C\γ, обращающуюся в нуль на бесконечности.
Обозначимчерез Hν(Γ) классфункций, удовлетворяющих условиюГельдера с по-
казателем ν, ν ∈ (0;1].
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Лемма 2. Если функция f (t ) ∈ Hν(Γ), то функция Φ, определенная равенством (3),
имеет предельные значения слева и справа Φ±(t ) в любой точке t ∈ Γ′, удовлетворяю-
щие равенству (1).
Заметим, что отображение z 7→ z|z|θ является взаимно однозначным.Оно билип-
шицево на каждом компактном подмножестве плоскости. не содержащем начало
координат. обозначим через Γ˜ образ дуги Γ при этом отображении.
Лемма 3. Еслифункция f (t ) ∈Hν(Γ), то в окрестности концевыхточек дугиΓфунк-
ция Φ, определенная в (3), имеет следующее поведение:
Φ(z)= f (t j )
2(1−β)πi ln
z˜− t˜2
z˜− t˜1
+ c j +o(1), j = 1,2,
где c j – константы, а ветвь логарифма определяется разрезом вдоль Γ˜.
На основании лемм 1–3 доказывается
Теорема.ФункцияΦ(z)=Cβ
Γ
( f ; z) является единственным решением задачи о скач-
ке (1)–(2) на гладкой дуге Γ, удовлетворяющим уравнению Бельтрами ∂φ=β(z/z)∂φ и
обращающимся в нуль на бесконечности.
Работа первого автора поддержана грантом РФФИ No 17-41-160345.
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JUMP PROBLEM ON AN ARC FOR β-ANALYTIC FUNCTIONS
B.A. Kats, S.R. Mironova, A.Yu. Pogodina
We consider the jump boundary problem on a Jordan arc for β-analytic functions.
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В данной работе мы изучаем задачу о скачке и некоторые решения уравнения Бель-
трами. Как задача о скачке, так и уравнения Бельтрами имеют многочисленные
приложения в физике и механике. Они изученые для случаев аналитических (т.е. 0-
аналитических) функций и спрямляемых контуров. Мы обсуждаем эти вопросы для
случаевβ-аналитических функций и неспрямляемых кривых. Расширяя известнуютех-
нику решения данных задач на такие случаи, мы получаем неизвестные ранее резуль-
таты.
Ключевые слова: фракталы, фрактал, показатели Марцинкевича, метрические ха-
рактеристики, неспрямляемые кривые.
Одним из крайне востребованных в механике и физике обобщений уравнений
Коши–Римана (см., напр., [1]) является уравнение Бельтрами
∂φ=µ∂φ, |µ(z)| < 1
Здесь, как обычно,
∂ := 1
2
(
∂
∂x
+ i ∂
∂ y
)
, ∂ := 1
2
(
∂
∂x
− i ∂
∂ y
)
В случае
µ(z)=βz
z
, 0≤β< 1
правый обратный оператор для дифференциального оператора Бельтрами ∂−µ∂
(аналог известного оператора T из [1]) был в явном виде найден казахскимматема-
тиком А. Тунгатаровым [3]. Решения соответствующего уравнения Бельтрами полу-
чили название β−аналитических функций.
В наши дни исследования аналогов краевой задачи Римана и связанных с ними
вопросов для таких функций получили дальнейшее развитие в работах таких мате-
матиков, как Рикардо Абреу-Блайя, Хуан Бори-Рейес, Диксан Пенья-Пенья и Жан-
Мария Вилье (см. [4], [6]).
Для аналитических (т. е. 0-аналитических) функций краевая задача Римана хо-
рошо изучена в следующей постановке: Пусть Γ есть ориентированная кривая на
